Chapitre 2 : Systemes ou procédes linéaires fondamentaux

1. Systemes linéaires fondamentaux
2. Réponses indicielles

3. Réponses impulsionnelles

4. Réponses a une rampe

5. Réponses harmoniques ou frequentielles
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1-Systemes ou procedés linéaires fondamentaux

1.1- Systeme intégrateur

dy(t) C.l. nulles Y (S) K

?:KU(t) | >H(S): U(S)
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Exemple : le réservoir a extraction forcée

A = 4m? ;Régime nominal ou point de fonctionnement : h,= 2m;

J,0=0s,=0.02 m3.sL.
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Bilan de matiere

- - d(A.hp)
P-Ua —P.(s = dt
ou qa—qszd(ﬁt'h) (car p constante )
oy Ja_G0s_dn

A A

soit en terme de déviations autour du régime
nominal Q¢ =0car ggqest constant

Qa _dH  HE g L _K_025
A at Q4 (S) As s S
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1.2- Systeme du premier ordre

— ay(t)
dt

+Y(t) = Ku(t)

Exemple : le réservoir

A=4 m? ;: k= 0.08 m2.s1;

Régime nominal ou point

de fonctionnement :

ho: 2m; an:qso:O'O2
ms3.s1,

C.l. nulles

>

H(s) =

Y K

U@© 1+Ts

Ua

""" L L L L L i L L R T L L L s, LEL "“'
R AW AW AW AW uhy
R AW AW AW AW uhy

b
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Bilan de matiere

B _d(A.hp)
PUa—PUs= dt
OU (;—0g= d(g‘t'h) (car p constante)
oy Ja_Us _ dh

A A dt

soit en ter me dedéviations autour du régime
nominal et sachant que g5 =kh(t):

1

Qa_KkH_dH __AdH . Qa_ g HEO _ k _ K

A A dt Kk dt K Qald 1, A 1+Ts
1 A H(s) 125

Avec K==-=125¢e T="—=50 = G(9) = =
k k Q,(s) 1+50s
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1.3- Systeme du second ordre

1 dy?(t) 2€ dy(t) a
wg dt2 +w0 o + y(t) = Ku(t)

@ C.I. nulles

Y (s) K
H = =
= LY s + e Ss+1
w2 wo

 est appelé le facteur d’amortissement, w,=2nf, est la
pulsation propre.
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Jp +dg, m¥/s

Flux A
ds, M3/s, constant
T, (), °K

p , kg/m3

Cp , kJ/(kg.°K)

T,(0), °K

T, (1), (K)

Flux B

Jg ,» M3/s, constant
T3 (t)1 °K

p , kg/m3

Cp , kJ/(kg.°K)

Exemple : bacs thermiques en série

Dr.M.Rabi
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Bilan thermique :

d(\V,pCpT. (T
qaPCpT(t) —gapCpTs(t) = ( lfjtp 2) =V1p0p% (1)

d(V-pCpT, d(T,
GAPCPT(Y) + GePCPTa(D) — (G +B)PCRTA() = X ijtp 2 _ypcpdia) ( 4) 2
On constate que les équations du modele sont lineaires. Donc
pas de termes a linéariser et les équations (1) et (2) s’écrivent
alors en termes de déviations autour du régime nominal :

d(r
0APCPTL(t) - 4ApCPT, (1) = VypCp I df) 3

d(r
qapCpIy(t) +agpCplz(t) —(da +ag)eCPI4(t) = VopCp ( dt“) (4)

Ou T() =T,+T(1)
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Par transformation de Laplace de (2) et (3) et sachant que les
C.l sont nulles , on obtient :

[2(8) = I1(s) (4

613+ 1

T2(9)+ <
92 628 T |

K, = da 7 G ic

, K2
da TUB da TUB
V1 Vo

0, = —=(seconds) , 6, = (seconds)
A dA TUB

En substituant (4) dans (5) , on obtient :

> K1 K2
FaSis (B15+1)(0s+1) Bris) + 0,5+ 1F3 (5)
[4(s) _ K1 T4~ Ko
On pose : Ha1(9) = L @si)©Gs:] O Hy3(s) = F2S  Bhstl
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H,,(s) et H,5(S) sont respectivement les FT liant T,a T, et T, a
Ts.

( ) e 1_14 (S) Kl Kl
"N TGSt 2 2
+ s+1

wS Wwo

wo = 1 et ‘52(614'62)(.u :(el'l'ez) 1

616 2 g 2 6162
Hy1(9) = L4 _ K1 i
Le Os)@s) & L& estdu2em ordre
wg LUO

H43(s) = S K est du 1°" ordre
I'3(9) 625+1
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Schéma fonctionnel des deux cuves thermigues en séries

l 1_‘3(5) J ° K
K,

I'1(s),°K 1 I'5(s),°K + % 1 T,(s),°K
> R Kl > >
els_|_ 1 + 923+ 1

FS(S)’OK l
K2
92$+1

" (05+1)(6,5+1) A

1_‘1(5)’0}(

D".M.Rabi Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique 12



2- Réponses indicielles

La réponse indicielle est la reponse y(t) d’'un systeme ou
procede guand son entrée varie d'un échelon unitaire U(t)=1.

2.1- Systeme intégrateur

(H(s) % Y (S & K
< AT BRI SRS BV R
1 S s
U(t)=1:> U(S) Zg

\

Y (1)

t
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2.2- Systeme du premier ordre

Y(s) K

H(s) = =
L9 Mg U Y=
U(t):1:>U(s):§ a2 S0 P _I_+s

K K

t t
=Y({)=K- Ke( v =K (1- e( T)) = ) =18 (tangenteal'origine)

Y(t=T)=K (1-e™)) = 063K

La constante du temps T est le temps necessaire pour atteindre
63% de la valeur finale.

Y (t=3.T)=K (1-e"9) ~ 0.95K

Pour un systeme du 1°" ordre , le temps de réponse a 5% est
donct., =3.T.
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Réponse indicielle d’'un systeme ou procedé du premier ordre

Tangente a l'origine

[
»

’ t ey, =3T t
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2.3- Systeme du second ordre

Y (s) K
H o - =
= L SZ+2§s+1
w2 Wwo

Le comportement dynamique (réponse temporelle) d'un
systeme du premier ordre déepend uniguement de la valeur de
sa constante du temps T. Celui d'un second ordre dépend de
sa pulsation ®, et essentiellement de son coefficient

d’amortissement £ que I'on suppose positif.

L'étude des racines du dénominateur de la fonction de
transfert H(s) permet de connaitre ce comportement.
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2
S
1+ 2.is+—2:0 ou w02+2.Zwos+52 =
Wo Wo
A'= (Two)® ~wo’=wo’((° -1
Réponse indicielle :
K 1 K  K(s+2w K
Y(s) = I (2 gO)Z:S—KF(s)
l+2.§S—|—82 S+ 2600 + @
a0 Oy

Et par transformée inverse on obtient : Y (t)=K(1-(t))
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Premier cas : Régime apériodique sans dépassement : ({ > 1)

AN'>0=¢>1= 2 poles réels s, :—Zwo+wm/Z2—1
s; = -Jwg —woy{° -1
S1+Sp = 200

sty 1 [ s |0 1 LSt s
= -5 <s2—a>{s—sl s—SQ}j V=g }

On peut verifier que : Y(0)=0, Y(w) =K et m=0:>

tangente horizontale en t = 0. at
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2
d Yz(t) 0o In(s,/s,) N

dt S, —S,
Un seul point d’inflexion. D’ou la réponse indicielle d’'un second
ordre £ >1:

On vérifie aussi que

K
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Danslecasou(=1:

S+ 2 — 1 —o 1
= (S LN e Tl e e e

(S5 S ) (S e
Soit :

Y(t)=K@-e Yo' _wyte ™0

donc Y() =0, chftO) = Kuuoz.t.e_Uuot =0
2
et £ Y(t) = (1- (UO.t) KWOze_wot = (=

dt 2

= B (posistion du point d' inflexion)
Wo
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Deuxieme cas : Régime oscillatoire avec dépassement : (0<¢ <1)

Dans ce cas nous avons 2 poles complexes :

s1 = —Cwqg - onx/l—iz ;Sp = —Cwg + J'WO\/l—ZZ

S—(S:I_-I-Sz) S-I—Z(UO-FZLUO
FEIS = B0
(S—s1)(s—52)  (s+Twg)“ +wp (1-T°)

s+ {wg C woy1-°

It

(s+Twp)® +wo°(1-T°) g ﬁ (s+Twp)? + w2 (1-T?)
f(t) = cos(woy/1-T2t)e 0" + sin(woy/1-Z2) \/Zize_zw()t
1-¢

— A.sn(woyl-72 t+ g)e Swo!
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A = et Arccos(() =@

Y(t) =K|1- 1 > e_zwotsin(uum/l—Z2 t + ar cos(())
1-¢

La réponse est donc pseudo-péeriodigue de pseudo-période :

21 :
T = et elle est comprise entre les deux courbes :
[ -2
ogyl-¢

—ga)ot —ga)ot
K+KSE a K_K=S

J1-¢2 J1-¢2
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- 2
Sans amortissement { =0,ona: T = -
@ Q

d’ou le nom de pulsation propre non amortie ou pulsation
naturelle donnée awg

La pulsation propre et la fréquence propre sont donnees par :

Wp = wo\/l—Zz = 2Tt 2nfo\/1—Z2

e fo\/l— ZZ fréquence prore

. . ]
Le premier dépassement a lieu quand t===
2 a)o\/ﬁ

(m (m (m

D, = —K——L—e " sn(n+6) - K.———e "7 sin®) - Ke "
= V1-7°
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car . sin¢9:\/1—§2 puisque 6 =arcosé = cosf =¢
LT

2
DW%=e V15" %100

Dans le cas d’'un régime oscillatoire avec depassement
(O< £ < 1), les deux poles sont complexes :

d'ou :

S1 = —CWw g — jWO\/l—ZZ

Sp = —CWw g + JWO\/l—ZZ

D".M.Rabi Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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Im
woy1-C?
I = 45°
‘ Rel
o— W] 1—Z2
e Cwp _7 s; = —Qw o - jwg1-7?
| )2 + (Wi 1-72))? Sy ST ot B T2 T2

POles d’un second ordre dans le plan complexe
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Dr.M.Rabi

Réponse indicielle d’un
g systeme du 2¢Me ordre

£=0. ¢=0.3
— D=37%
P=17°

-
-
-

e (=05 £ =07
M D=16% D =4.6%
Y=30° Y =45/

\ : . 7/
D C\ Bienamorti , /N
\\‘\\ / \

e N
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Selon les valeurs de YW, un systeme du second ordre est trop
oscillant quand il est mal amorti, c'est-a-dire quand { est trop
petit. Un choix convenable pour ¢ est £=0.7, donc ¥=45°. ||
faudra éviter de descendre en dessous de £=0.5, soit ¥Y=30°.
On montre que :

oty = 2 ; (Tt —Arcos(())
WO\/ (1-¢)
o tempsderéponsea n% (€ <0.7) : tpo z%Loge(lool n) .
Wo

e pour{ =0.5, laréponse comporte uneoscillation compléte
et considérée comme optimale.
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3. Réponses impulsionnelles

La réponse impulsionnelle est la réeponse y(t) d'un systeme
ou procédé quand son entrée est une impulsion de Dirac U(t)
= o(t) dont la transformeée de Laplace est 1.

3.1- Systeme intégrateur

e Yopek
i 7 T B :>Y(s):§U(s):§:>Y(t)=K

U(s) =1

J\

Y (1)

t
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3.2- Systeme du premier ordre

t
(--)
Y (S) = (s) = Sk o G :>Y(’[):EeT
(1+Ts) A+Ts) T 1+s T
5 A
T A
Y(t) K-0.63 5
' T
0.37 5 --------- N oY 095 5
005 ET | P x___r_._/ TJ
T 0 >
T 3T t
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3.3- Systeme du second ordre

D".M.Rabi

Y (S K
H(s) = ()z >
U (s) S 2¢
e el = e s
w2 Wwo
2
K Kw
Y(8)= 2 " 2., —
1+2.ZS—|—82 57+ 20w +Wo
Wo Wo

Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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Premier cas : Régime apériodique sans dépassement : ({ >1)

A'>0=¢>1= 2 pbles réels s, :—Zwo+wm/Z2—1

51 = ~Qwg —woy/{% -1

K(UOZ KUJOZ
Y(S) = 5 5 =
s° + 20wy +wg~  (5—s1)(s—5p)
Kw 1 1 Kw t st
Y(s) = 0 { — }:Y(t)z O (e2' —e1)
2./€%-1 (s—s2) (s-%1) 2./€% -1
Cas =1
Kwq? Kwq? 2 . _
Y (s) = 0 = O S vY(@)=Kwy®te W
52+2Zw0+w02 (s+u}0)2
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Deuxieme cas : Régime oscillatoire avec dépassement : (0<¢ <1)

Dans ce cas nous avons 2 poles complexes :
g e T \/1_ 7 A - \/1_ 2
S = —Cwg — jwpy1-C° ;sp =—Cwg + jwgy1-C

2
Y (s) = i — Y1) =0 _gnwoti1-£2)

(s+Twp)? + w5 (1-T%) e
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4. Réponses a une rampe

La réponse a une rampe, encore appelée echelon de vitesse,
est la réponse y(t) d'un systeme ou procede lorsqu’on
applique a son entree une rampe U(t) = a.t dont la
transformée de Laplace est a/s?.

4.1- Systeme du premier ordre

2
Vi eatave . TIawe. A L A
(1+Ts) (1+T9) &2 < s 1+Ts

i
=Y({t)=Kat-T+Te T

y
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Pour un gain statique K inférieur a 1 :

Y(1)

/,x”/Asymptote
“ S Ka(t-T)

t

v
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L'erreur de poursuite ou de trainage est:

e= lim (U@)-Y()= lim at(l-K)+KaT

t——w t——

+00 sl K1

- 0 SIK>1
aTl SiIK=1
D".M.Rabi Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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4.2- Systeme du second ordre

TR e
T s 2
V(g 2 —Ka 12—“’S°+“’<2) Wo
3 2§S+1S 3 82+2§s+1
we  Wo : ws Wo ]
: 2% :
Y(s) = Ka —wS°+G(s)
D
Y(t) =Ka|t—— S +g(t)
G e -

D".M.Rabi

Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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Régime apériodique : Y(t) KAl 2§ + g(t)

sans depassement W g

A 21 ///
Y C K>1 /

/  Asymptote

U(t) = at / 2§
\_, Y(t) = Ka{ }

' 7 Wo
4 7’
7 7’
/ sl
4 7z
/ '
’ e
/ ’
/ 7
/ L7 =
/ 7
7’
) 7’

v
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Y(t)

Dr.M.Rabi

Régime oscillatoire : Y(t) = Ka|t———+ g(t)

avec dépassement W 0]

Asymptote

I A =Kal -2

Wq

Régime apériodique :
sans dépassement

v

Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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5. Réponses harmoniques ou fréquentielles

La variation du signal dentrée appliqué au systeme est
sinusoidale : U (t) - U 5 sin( wt)

Lorsque le régime permanent est atteint, on releve la variation de
signal de sortie : Y (t) = YosSn(wt+o )

Ce type du signal dentree est utilise surtout en
électronique . Méthode gu’on ne peut pas employer pour
les procédes industriels. En effet, il est difficilement
concevable de commander par un signal sinusoidal un four
de traitement thermique de plusieurs tonnes. Par contre,
cette etude sera necessaire pour I'étude de la stabilité des
systemes reqgulés.
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Variation du signal d’entrée : U (t) = U 5 SIn( wt)
Variation du signal de sortie: Y (t) = Yo Sn(wt+ @ )

En électronique, il est intéressant d’'observer le signal de
sortie en faisant varier la pulsation ® du signal d’entrée.
Ce qui permet de déduire les caractéristiques frequentielles
du systeme ( filtrage, amplification,...). est le déphasage.

) s lpl/e

/

Régime transitoire ! Régime nominal
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Pour déterminer Y, et ¢ on écrit :

U C(t) = U Oeth ot YC(t) < Yoej(Wt+ ®)
Donc :

U(t) =Im(Uc (1) 5 Y(1)=1Im(Y(1))

Or I'équation difféerentielle d’'un SLTI monovariable autour du
régime nominal s’écrit (voir chapitre 2) :

QY () +a—— dY(t) ....... 3 dY(t) =l U(t) +b—2 dL(t) ....... b d dtrJTSt)

On remplace par U(t) et Y_(t) on obtient :
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Yo () +A WY o () ... 8 (W) Y t) = DU () + Bl (t) ... & By () ™Ug (t)

Soit : Y (1) z bo +bjw +........ 23 bm(jUJ)m :hej‘p = H(jw)

(0% ag +agjw + ........ +a,(jw)"  Uo

Et finalement :

Yo=UgH(jw) e ¢=ArgH(w))

Avec: |Y (t) = Y,sn(wt+ ¢ )

Donc en analyse harmonique, il faut donc étudier le module et
'argument de H(s) pour s= jo. Pour cela on utilise soit deux
diagrammes de Bode, soit un diagramme de Nyquist, soit un
diagramme de Black
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- Diagramme de Bode

Ce diagramme est constitué de deux courbes : la courbe de
gain qui représente le gain H,g en fonction de la pulsation o et
la courbe de phase ¢ représentant la phase en fonction de la
pulsation ®. Les pulsations sont portées sur un axe a
graduation logarithmique.

Hgg = 20log|H(jw)] et o(w)=Arg(H(j w))

A
OO

180°

D".M.Rabi Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique
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- Diagramme de Nyquist

La courbe de Nyquist,ou lieu de Nyquist, est le lieu géomeétrique
des points d’affixes H(jo) dans le plan complexe pour toutes les
pulsations o positives.

Im(H(jo)

Point critique s —_P6 ,
~. // Re(H(o)
-1 N p(,)
(DO
o, IHG o)
™1
)
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- Diagramme de Black

C’est la représentation de Bode mais dans un seul plan. En
abscisse, on porte p(w) =Arg(H(jw)) en degrés et en
ordonnées Hgg = 20log|H(jw)| en décibel (dB).

A

//r////~// 4 oo
Wg

Mg

OO
-270° - 180° - 90°
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5.1- Systeme intégrateur

(H(s) CYE) K
4 U(s) s
H(jw) = 7= i

\H(jw)\ = 5:> 20Iog\H(jw)\ = 20Iog5 =—-20logw + 20log(K)
=3 w w

Arg(H(jw)) = -90°

w=1= 20log|H (jw) = 20log K

w=K = 20log|H(jw)|=0

w = 2K = 20log|H (jw)|=-201log 2 ~ —6dB

w =10K = 20log|H(jw)|=—201log 10 = —20dB
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Dans la plan de Bode on trouve une droite de pente -6dB/octave,
ou -20dB/décade.

Si on pose X = 20log(w) alors la droite est de type Y = -X+C d’ou
I'appellation « pente -1). Pour K> 0 on obtient le traceé :

‘H({f”)‘ds Sl Nyquist
\| 20log(K) ImMH( »)) ‘H(jw)‘dB
O4s 1\K 2K 10K . o — 0
AR LS o| RetHGo)) [
! m A
_6dB O — O ®
o=K | -90° 0°
-ZOdB i 0O — O
A @ —™ o
>
-90°
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5.2- Systeme du premier ordre

. W
. K1 —)
] K KQA-Tjw) W
A T L 2
1+TJUJ 1+ T w (w]
lishs g
W
2
1+((Ujj
w
\H(jw)\:K ; = 8 (-K siK<0)

w : ~
s (] i
W W
1 est une pulsation remarquable appelée pulsation
WS
T de coupure .
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Diagramme de Bode

2
‘H(jw)‘dB =20|OQK—1OIOQ(1+£LLU) ) w2 >20logK 1é* asymptote
c

2
H(jw)| g ———> 20IogK—1OIog£:j
C

w

= —20Iog£ j +20log(K) = —20logw + 20l og(Kw,.) 2éme gasvmptote

We
: . W
¢ = Arg(H( w)) = Arg(K) + Arg(1 - Jw—)
C
- Arctan( i) s K>0
We

n—Arctan(i) s K=<0
L wC

D".M.Rabi Régulation analogique industrielle — ESTF- G.Thermique 49



20 log K=5dB L.
0dB

-5dB
-10dB

-15dB

0.1®, 0, 10w,

Courbe de gain d’'un premier ordre pour K=1.778
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Dr.M.Rabi

Exemple K=1.778

te =Arg(H(jw)) (°)

0° T
|
-15° \-\\
A%
_300 ‘\

-45° \

-60°
\

-75° N

-90°

0.1, 0, 10w,

Courbe de phase d’'un premier ordre
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Diagramme de Nyquist

. W
. KA-]—)
H(jw) = K - KA-Tjw) W
1+Tjw 1+T2w2 w 2
1+(j
We
Y
Ki
K : wc)

= - =A+|B

2 2
1+[°Uj 1+[t~j
W W

(On suppose K> 0 pour les tracés) . On remarque alors :

AZ +B? = KA

. 2
Solt (A-%)Z—I—BZ:(ﬁj
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K jz Equation d'un cercle de centre

K2 24 .0
(A '7) i (? (K/2,0) est de rayon K/2

D’ou le diagramme de Nyquist :

IM(H(jw))
.0 K/2 K  Re(H(jo))
- =0
¢ =-45°
A
O = O,
H(jwe)| = K+/2
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Diagramme de Black d’'un premier ordre pour K=1.778
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5.3- Systeme du second ordre
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